Prolongement de biextensions et accouplements en 

cohomologie log plate 



Nous revisitons, dans le langage des log schemas, le probleme de prolongement 
de biextensions de schemas en groupes commutatifs lisses par le groupe multiplica- 
tif etudie par Grothendieck dans [SGA 7j . Nous montrons que ce probleme admet 
en general une solution dans la categorie des faisceaux pour la topologie log plate, 
contrairement a ce que I'on pent observer en topologie fppf pour laquelle Grothen- 
dieck a defini des obstructions monodromiques. En particulier, dans le cas d'une 
variete abelienne et de sa duale, il est possible de prolonger la biextension de Weil 
sur la totalite des modeles de Neron ; ceci permet de definir un accouplement sur 
les points qui combine I'accouplement de classes defini par Mazur et Tate et I'ac- 
couplement de monodromie. 

Abstract 

We study, using the language of log schemes, the problem of extending biexten- 
sions of smooth commutative group schemes by the multiplicative group. This was 
first considered by Grothendieck in [SGA 7] . We show that this problem admits a 
solution in the category of sheaves for Kato's log flat topology, in contradistinction 
to what can be observed using the fppf topology, for which monodromie obstruc- 
tions were defined by Grothendieck. In particular, in the case of an abelian variety 
and its dual, it is possible to extend the Weil biextension to the whole Neron model. 
This allows us to define a pairing on the points which combines the class group 
pairing defined by Mazur and Tate and Grothendieck's monodromy pairing. 

I Introduction 

Soit S un trait, de point generique r] = Spec(i^), et soit Ak une if- variete abelienne. 

II est bien connu que la variete duale de est munie d'un isomorphisme canonique 
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qui est parfois utilise comme definition de A^. On pent se demander ce qu'il advient de 
cet isomorphisme si I'on remplace les varietes abeliennes Ak et par leurs modeles de 
Neron sur S, que nous noterons respectivement A et A^. 

Grothendieck a utilise le concept de biextension (introduit par Mumford) pour etudier 
ce probleme. Plus precisement, prolonger I'isomorphisme f ll.O.ll) au niveau des modeles 
de Neron equivaut a prolonger la biextension de Weil Wk de {Ak, A'j^) par G^^k en une 
biextension de {A, A^) par Gm- Soit $ (resp. $') le groupe des composantes de (la fibre 
speciale de) A (resp. A^), Grothendieck construit dans [SGA 7\ expose VIII, theoreme 
7.1, b)] un accouplement (dit de monodromie) 

$ X $' y Q/Z 

qui represente I'obstruction a I'existence d'un tel prolongement. Plus precisement, si F et 
F' sont des sous-groupes respectifs de $ et alors Wk se prolonge en une biextension de 
{A^, A^'^ ) par Gm si et seulement si F et F' sont orthogonaux sous I'accouplement (voir 
le paragraphe 14. 2p , lequel prolongement induit alors un morphisme 

l-.A''^' . Ext,\(^^GJ 

entre faisceaux sur le site {Lis/S)et des S'-schemas lisses, muni de la topologie etale. Si 
en outre F = et F' = $' (ou si I'accouplement de monodromie est non degenere et si F' 
est I'orthogonal de F), alors 7 est un isomorphisme. Ce resultat est explicite dans |Mi86l 
Appendix C, Prop. C.14]. Notons que I'idee de considerer le site lisse apparait deja (sous 
forme d'une « Autocritique ») dans |SGA 71 expose VIII, 6.9]. 

Dans cet article, nous nous sommes interesses au probleme de prolongement des biex- 
tensions dans la categorie des log schemas, munie de la topologie Kummer log plate (voir 
le paragraphe 12. II pour les log references). Munissons le trait 5" de sa log structure cano- 
nique ; en travaillant dans la categorie des faisceaux pour la topologie Kummer log plate 
sur S, nous montrons le resultat suivant (cf. theoreme 14.1.11) : 

Theoreme. (z) Soit P un schema en groupes commutatif lisse de type fini sur S. Alors 
le morphisme de restriction d la fibre generique 

ExtijP, G^) Ext;i(P„ G^,,) 

est un isomorphisme. 

(ii) Soient P et Q deux schemas en groupes commutatifs lisses de type fini sur S. Alors 
le morphisme de restriction a la fibre generique 

Biext;^pi(P, Q; G^) — > BiextJi(P^, Q^; G„,,^) 

est un isomorphisme. 
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Une fois ce resultat etabli on retrouve, par le truchement d'une suite spectrale com- 
parant la cohomologie log plate avec la cohomologie fppf, les obstructions definies par 
Grothendieck dans [SGA 7\ expose VIII, tlieoreme 7.1] (cf. theoreme I4.1.5p . Dans le cas 
particulier oii {P,Q) = {A, A*), on obtient ainsi une interpretation logarithmique de I'ac- 
couplement de monodromie (cf. proposition 14.2.11) . 

Notre principale motivation est I'existence, dans le monde logarithmique, d'une unique 
biextension 1^^°^ g Biext^^i^A, A^; Gm) prolongeant la biextension de Weil. II decoule en 
outre du tlieoreme ci-dessus que le morphisme 

yog.^t , Exti^pi(AG^) 

induit par est un isomorphisme entre faisceaux sur le site lisse de 5*. 

Dans le cas global (oii la base S n'est plus forcement un trait), on pent definir a 
I'aide de W^°^ un accouplement de classes logarithmique (cf. definition 14.2.2^ qui combine 
I'accouplement de classes — defini par Mazur et Tate dans |MT] — et celui de monodromie 
(cf. proposition 14.2.31) . 

La biextension est un outil qui nous permettra, dans Particle |G3] . d'etudier la 
ramification de certains torseurs (sous des schemas en groupes finis et plats) obtenus grace 
au cobord d'une isogenie entre varietes abeliennes. Plus precisement, on pent affiner les 
resultats de jGlj et |G2j en se debarassant des conditions sur les groupes de composantes, 
le prix a payer etant le passage des schemas aux log schemas. Nous renvoyons le lecteur 
a I'introduction de [G3 j pour plus de details. 

Resumons brievement le contenu de cet article. Dans la section [2] nous introduisons 
les outils logarithmiques, les sites et les faisceaux dont nous aurons besoin. 

Dans la section [3] nous calculous le groupe Hl^i^S, Gm) en cohomologie Kummer log 
plate, S etant un schema ncetherien regulier muni de la log structure definie par un 
diviseur a croisements normaux. Nous donnons une description de ce groupe analogue 
a celle du groupe de Picard usuel en termes de diviseurs, la difference etant que les 
composantes irreductibles du diviseur definissant la log structure apparaissent avec des 
coefficients rationnels dans le groupe des « diviseurs logarithmiques ». Nous en deduisons, 
via la theorie de Kummer, une description du groupe Hl^^{S, fin)- 

Dans la section |U nous montrons le theoreme 14.1.11 qui constitue le resultat principal 
de cet article. Nous appliquons ce resultat a la definition de I'accouplement de classes 
logarithmique puis, a I'aide de la theorie des torseurs cubistes, nous relions ce nouvel 
accouplement a une construction de Moret-Bailly |MBj . en retrouvant au passage I'ex- 
pression, due a Bosch et Lorenzini [BLj , de I'accouplement de monodromie en termes du 
symbole de Neron. 

Pour conclure, I'auteur signale que si Ton remplace la topologie Kummer log plate 
par la topologie Kummer log etale, la plupart des resultats enonces ici se transposent 
facilement, dans une forme affaiblie tenant compte de la torsion des faisceaux qui n'est 
pas premiere aux caracteristiques residuelles des points de S (voir la remarque 12.3.31) . 
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2 Sorites faisceautiques 



2.1 Log schemas 

Nous renvoyons le lecteur a |I02t section 1] pour les definitions de base concernant les 
log schemas. Toutes les log structures considerees ici sont fines et saturees (fs). Si T est 
un log schema, nous noterons Mt le faisceau de monoides (sur le petit site etale de T) 
definissant la log structure de T. Nous noterons le faisceau en groupes des fractions 
totales du faisceau de monoides Mt- 

Nous renvoyons a Kato |Ka2] et Niziol [M] pour les definitions et proprietes des topolo- 
gies Kummer log plate et Kummer log etale (pour epargner au lecteur de trop nombreuses 
repetitions, nous omettrons tantot le log, tantot le Kummer). Nous travaillerons en general 
avec la premiere. 

Si X est un schema (resp. un log schema), nous noterons (Sch/X) (resp. (fs/X)) la 
categorie des schemas (resp. des log schemas fs) sur X. Nous utiliserons les symboles et et 
pi pour designer les topologies etale et fppf classiques, ainsi que ket et kpl pour designer 
les topologies Kummer log etale et Kummer log plate. Si C est I'une de ces categories et 
si top est I'une de ces topologies, nous noterons Ctop le site obtenu en munissant C de la 
topologie top. 

Le foncteur (de la categorie {fs/X)°P dans celle des groupes abeliens) 

G„,,iog:T^r(T,M|P) 

est un faisceau pour la topologie Kummer plate (voir |Ka2t Theorem 3.2] ou [Nil Cor. 
2.22]). Rappelons au passage que Gm,iog (note G^p* dans et |Ka2j et G^ dans [M]) n'est 
pas representable par un log schema (voir [1021 2.7 (c)]). 

Si X est un schema, nous considererons egalement la categorie {Lis/ X) des X-schemas 
lisses. Cette derniere, munie de la topologie etale, et un site que Ton appelle le site lisse 
(ou lisse-etale) de X, et que nous noterons {Lis/X)^f 

Nous rappelons dans I'enonce ci-dessous la definition de la log structure associee a 
I'ouvert complement aire d'un diviseur (a croisements normaux) sur un schema regulier, 
laquelle a la vertu de commuter au changement de base lisse. 

Proposition-defimtion 2.1.1. Soient X un schema noetherien regulier, et j : U X 
un ouvert dont le complementaire est un diviseur d croisements normaux sur X. 

(1) L'inclusion 

induit une log structure fine et saturee sur X . On dit qu'elle est definie par U , lequel 
est I'ouvert de trivialite de cette log structure. 

(2) La log structure definie par U est Vimage directe par j de la log structure triviale 
sur U . En particulier, M|P = j^^Olf. 
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(3) Soit f : Y ^ X un morphisme lisse. Alors I'image reciproque par f de la log 
structure definie par U est la log structure definie par f^^{U). 

Demonstration. Voir [Kalj 1.5 et 2.5] ou |I02^ 1.7] pour le point (1). Le fait que la log 
structure ainsi definie soit Timage directe de la log structure triviale de U est men- 
tionne dans |Kalt 1.5] et implique (par la propriete universelle de M^) la relation 
^x' ~ j*^u' = j*^u- point (3) se resume au fait suivant : sous les hypotheses 
envisagees {X etant normal et U dense dans X), la formation du faisceau commute 
au changement de base lisse (voir |SGA 71 expose VIII, 6.8 b) et 6.9]). □ 

Remarque 2.1.2. (i) Si X est un trait et rj son point generique, alors la log structure 
definie par rj s'appelle la log structure canonique. 

(a) Dans le point (3), I'hypothese de lissite de / est necessaire. Si Ton considere un 
morphisme (fini et plat) de traits / : X' — > X d'indice de ramification > 1, alors I'image 
reciproque par / de la log structure canonique de X n'est pas la log structure canonique 
de X'. 

Dans la suite de cet article, nous fixons les notations et hypotheses suivantes : 5* est 
un schema ncetherien regulier, et D = Ylm=i est un diviseur a croisements normaux 
a multiplicites 1 sur S (les etant des diviseurs irreductibles et reduits). Nous notons 
j : U S I'ouvert complementaire de D. Dorenavant, nous considerons S comme un log 
schema, muni de la log structure definie par U. 

Nous noterons Gm le groupe multiplicatif sur S, et /i„ le schema en groupe des racines 
n-iemes de I'unite sur S. 

Si G est un S'-schema en groupes, nous noterons egalement G le log schema en groupes 
obtenu en munissant G de la log structure image reciproque de celle de S. Tons les log 
schemas en groupes consideres ici sont obtenus de cette maniere. 

2.2 Images directes sur le site lisse 

Tons les morphismes de sites consideres ici donnent lieu a des morphismes de topos 
au sens de |SGA 4t expose IV] (en particulier, le foncteur image inverse est exact, et le 
foncteur image directe est exact a gauche, et envoie les injectifs sur des injectifs). 

Pour tout morphisme de log schemas T —> S, son pull-back Tu ^ U par j est un 
morphisme de schemas. De plus, cette operation transforme les recouvrements pour la 
topologie Kummer plate en recouvrements pour la topologie fppf. On obtient ainsi un 
morphisme de sites 

kpi 

qui est un morphisme de localisation. Nous noterons d'autre part 

jci : {Lis/U)et — ^ {Lis/S)et 
le morphisme (classique) entre sites lisses. 
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Suivant les notations de Kato, nous appellerons e le morphisme de sites 

£ : (/s/5)kpi ^ (/s/5)pi 

qui consiste a comparer la topologie Kummer log plate et la topologie fppf classique. 
Nous considererons egalement le morphisme de sites 

g:(/s/S')kpi ^ {Lis/S)et 

obtenu en composant les morphismes 

(/■5/5')kpi — ^ {fs/S)^x — ^ {Lis/S)^t 
oil m est un morphisme de comparaison de la topologie fppf et de la topologie etale. 
Lemme 2.2.1. On a I'egalite q^:G^^iog = {jci)*G^^u sur le site lisse de S. 
Demonstration. Decoule de la proposition-definition I2.1.1I □ 

II est bien connu que le morphisme naturel Gm — > (jci)*Gni,c/ est un monomorphisme 
sur le site lisse. Nous definissons alors le faisceau D par la suite exacte 

. . (jci)*G^,{/ . D > (2.2.1) 

sur le site lisse de S. On constate aussitot que la restriction I2zar ^u faisceau Z2 au (petit) 
site Zariski de X est donnee par 



m=l 



Oil Di,...,Dr sont les composantes irreductibles de D. Si ces dernieres sont en outre 
geometriquement unibranches, alors une telle description de D est valable sur le site lisse 
tout entier, d'apres |SGA 71 expose VIII, 6.9]. 

Theoreme 2.2.2. On dispose d'un isomorphisme canonique 

m,{Rh,G^) -D®i Q/Z 

entre faisceaux sur le site lisse de S . 

Demonstration. D'apres |Ka2t Theorem 4.1] ou jNH Theorem 3.12], nous avons un iso- 
morphisme canonique 

R^e^G^ ^ lmiIIom(/i„, G^) ®i (Gm,iog/Gm) 

oil le faisceau quotient (Gm,iog/Gm) est calcule pour la topologie fppf (ou la topologie 
etale, ce qui revient ici au meme). En vertu du lemme 12.2.11 et de la suite (12.2.11) . la 
restriction de ce quotient au site lisse n'est autre que D_. Par ailleurs, la hmite inductive 
des Hom (/i„, G^) est le faisceau constant Q/Z, d'oii le resultat. □ 
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La proposition qui suit decoule de [GB IIIl Appendice]. 

Proposition 2.2.3. Soit G un S -schema en groupes lisse. Alors R^q^G = m,,{R^e^,G). 

Demonstration. D'apres [GB IIH Appendice, theoreme 11.7], sous les hypotheses envi- 
sagees, R^m^,G = pour tout z > 0. En effet, on pent remplacer le gros site {fs/S)p\ par 
le petit site {Sch/S)pi et on se retrouve dans une situation de comparaison de la coho- 
mologie fppf et de la cohomologie etale. II ne reste plus qu'a deriver le foncteur compose 
q* = o (en remarquant au passage que g^.G = G). □ 

Corollaire 2.2.4. On dispose d'un isomorphisme canonique 

R\,G^-D®j^ Q/Z 
entre faisceaux sur le site lisse de S. 

Lemme 2.2.5. Avec les notations precedentes, R^q^^G^^iog = 0. 

Demonstration. On pent traduire I'egalite -R^(3'*Gm,iog = de la fagon suivante : pour tout 
localise strict S de S, on a 

-^kpl('S', Gm,log) = 

Ce resultat a ete montre par Kato (voir |Ka2l Corollary 5.2] ou jNil Corollary 3.21]). □ 
Proposition 2.2.6. Dans le diagramme commutatif 

-^lt('S', (jcl)*Gin,(7) > ifjJpi(S', Gm,log) 



cl 



toutes les fleches sont des isomorphismes. 

Demonstration. La fleche q* est un isomorphisme car -R^g'*Gni,iog = d'apres le lemme 
12.2.51 La fleche j*^ est un isomorphisme car, le schema S etant regulier, ses anneaux 
locaux sont factoriels et, par un raisonnement standard, R^{jci)*Gj^^u = en cohomologie 
etale. Enfin, la fleche horizontale du bas est un isomorphisme d'apres [GB IIH Appendice, 
theoreme 11.7]. On en deduit que j* est un isomorphisme. □ 

2.3 Un faisceau quotient 

D'apres |Ka2t Proposition 4.2] on dispose, pour tout entier n > 1, d'une suite exacte 
pour la topologie Kummer plate (dite suite exacte de Kummer) 

> /in ^ Gm.log ^ Gm,log " ^ 0. (2.3.1) 
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Dans le cas ou n est inversible sur S, cette suite est exacte pour la topologie Kummer 
etale (voir ^2.7 (d)]). 

Nous noterons (Gm,iog/Gm)'*^' le quotient de Gm,iog par Gm dans la categorie des 
faisceaux abeliens sur (/s/S')kpi. 

Lemme 2.3.1. Pour tout entier n > 1, la multiplication par n est un automorphisme du 
faisceau (Gm,iog/Gm)''P^ 

Demonstration. On compare les suites exactes de Kummer (en cohomologie Kummer log 
plate) donnees par la multiplication par n sur les faisceaux Gm et Gm^og (pour I'exactitude 
de ces suites, on consultera \Ka.2\ Proposition 4.2]). Comme les deux noyaux sont egaux 
(au groupe /x„), on en deduit le resultat par le lemme des neuf. □ 

Soit la suite exacte sur le site Kummer plat 

> Gm > Gm,log ^ (Gm,log/Gm)'^P' ^ (2.3.2) 

en prenant I'image directe par q on obtient sur le site lisse la suite 

> Gm > J*Gin,(7 ^ '?*(Gm,log/Gm)^^^ * -R^'?*Gm ^ -R^Q'*Gm,log 

dans laquelle i?^g*Gm,iog = d'apres le lemme [2". 2. 5 [ D'autre part, le quotient Gin/j*Gin,;7 
sur le site lisse est D. On en deduit une suite exacte courte 

> D > g*(Gm,iog/Gm)'^P' > i?'g*Gm > 

que nous allons expliciter un peu plus. 
Lemme 2.3.2. Avec les notations precedentes, nous avons 

g,(Gm,iog/Gm)"P^ = ^®zQ 

sur le site lisse de S . 

Demonstration. D'apres le lemme [2".3.1t le faisceau (Gm,iog/Gm)'^''^ est uniquement divi- 
sible. II en est done de meme de son image par g^,. Mais cette derniere contient D^, done 
contient forcement D^^Q (qui est en quelque sorte I'enveloppe uniquement divisible de 
D_). Plus exactement, I'injection canonique D q'*(Gin,iog/Gm)'^''' se factorise 

D > D^^Q g*(Gm,iog/Gm)'^P' 

On en deduit un monomorphisme canonique de faisceaux 

D®z Q/Z ^i?VGm 

qui est un isomorphisme d'apres le coroUaire 12.2.41 On en deduit aisement que h est un 
isomorphisme. □ 

Remarque 2.3.3. On pent aussi considerer le quotient (Gm.iog/Gm)^^* dans la categorie 
des faisceaux abeliens sur (/s/S')ket- La multiplication par n est un automorphisme de ce 
faisceau si et seulement si n est inversible sur 5*. On pent alors transposer en cohomologie 
log etale les resultats des paragraphes 2 et 3 en remplagant Q par le sous-anneau de Q 
engendre par les inverses des entiers inversibles sur 5". 
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3 Fibres en droites logarithmiques 



3.1 Diviseurs a coefficients rationnels 

Le schema S etant regulier, le groupe Div(S') des diviseurs de Cartier sur 5" est iso- 
morphe au groupe 2^^{S) des cycles de codimension 1 de 5* (voir [EGA IVl 21.6.9]). Nous 
comettrons un abus de langage en identifiant ces deux groupes. D 'autre part, nous no- 
terons DivPrinc(S') le sous-groupe des diviseurs principaux (que nous identifierons au 
sous-groupe des cycles principaux). Sous les hypotheses envisagees, il est bien connu que 
le groupe Pic(5') = H^i{S,Gra) est isomorphe a Div(5')/ DivPrinc(5'). Notre but est de 
donner ici une description analogue du groupe Hl^^{S, Gm). 

Definition 3.1.1. On appelle groupe des diviseurs a coefficients rationnels au-dessus de 
D, et Ton note DivRat(S', D), le sous-groupe de Div(S') (8)zQ constitue des diviseurs dont 
la restriction a ?7 est a coefficients entiers. 

Remarque 3.1.2. II semblerait legitime d'appeler DivRat(S', D) le groupe des diviseurs 
logarithmiques sur S. On verifie aisement que 

r 

DivRat(5, D) = Div(f/) © Q.Dm 

m=l 

Theoreme 3.1.3. On dispose d'un isomorphisme canonique 

DivRat(5,D)/DivPrinc(5) Hl^^{S,GJ 
Demonstration. En vertu du lemme I2.3.2[ on pent ecrire 

r 

r(^,(G^,iog/GJi^pi) = 0Q.Z}^ 

m=l 

et d'autre part on salt que r(S', Gm.iog) = r([/, Gm)- Ainsi, la suite exacte fl2.3.2p de 
faisceaux pour la topologie Kummer log plate donne lieu a la suite exacte du bas dans 
le diagramme commutatif ci-dessous, la suite du haut provenant quant a elle de la suite 
(12.2.11) de faisceaux etales sur le site lisse. 

T{U,G^) > ^l^^Z.D:^ > Pic(5) > Pic(f/) ^0 

r([/,G,„) > ^l^^Q.D^ , Hl^,{S,G^) > i/ipi(5, G^,iog) 

On salt enfin (proposition 12.2.61) que la fleche verticale de droite est un isomorphisme. 
Par consequent, la fleche en bas a droite est egalement surjective. On en deduit que le 
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carre du milieu est cocartesien, c'est-a-dire que H^^i^S, Gm) est isomorphe a la somme 
amalgamee des deux fleches provenant de (Bm=i'^-Dm- 
D' autre part on verifie aisement que le carre 

^l^^^Z.Dm > Div(^)/DivPrinc(5) 



®lr.=,Q-D^ > DivRat(5,Z})/DivPrinc(5) 

est cocartesien. Comme la partie superieure gauche de ce carre est isomorphe a celle du 
carre precedent, on en deduit que les deux carres sont canoniquement isomorphes, d'oii 
le resultat. □ 

Corollaire 3.1.4. On dispose d'une suite exacte 

, Pic(S) > HlJS,G^) ®l=AQ/^)-Dm > 

D 'autre part, le morphisme naturel 

est injectif. 



Demonstration. On dispose d'une suite exacte (deduite de suite spectrale) 

Pic(5) HlJS, [D®^ (Q/Z))(S) — . ker(0 — 

D'apres le theoreme I3.1.3[ la fleche v s'identifie a la fleche naturelle 

DivRat(5,Z})/DivPrinc(5) . ©L=i(Q/^)-^m 

deduite par passage au quotient de la projection naturelle 

r 

DivRat(S,D) ^0Q.D^ 

771=1 

On en deduit que v est surjective. Par consequent, ker(,^) = 0. □ 

Remarque 3.1.5. Si G DivRat(5', D) est un diviseur a coefficients rationnels au- 
dessus de D, nous noterons [A^] sa classe modulo DivPrinc(S'). Remarquons au passage 
un phenomene qui pourrait preter a confusion : supposons que Da soit une composante 
irreductible de D telle que [Da] = 0, alors pour tout n G N*, la classe [-Da] est un element 
d'ordre exactement n dans DivRat(5', D)/ DivPrinc(5'). En d'autres termes, le symbole 
[— ] n'est pas Q-lineaire (il est en revanche Z-lineaire). 
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3.2 Theorie de Kummer 

Si Ton restreint a [/ la suite de Kummer (en cohomologie log plate) pour le faisceau 
Gm,iog (a I'aide du foncteur de localisation j*), on trouve la suite exacte de Kummer 
usuelle pour la topologie fppf sur U. 

Soit n > 1 un entier. Par passage a la cohomologie dans la suite de Kummer log plate 
(12.3.11) (resp. dans la suite de Kummer classique sur U) on obtient la premiere (resp. 
deuxieme) ligne du diagramme suivant 



^ Gm,iogiS)/n > Hlp^{S,iJ,n) > i^^pi(5', Gm,iog)M ' 



(3.2.1) 



> G^{U)/n > H^i{U,fin) > Pic(f/)[n] > 

dans laquelle les fleches verticales sont obtenues par restriction a U. 
Proposition 3.2.1. Pour tout entier n > 1, le morphisme de restriction 

j* ■ Hlpi{S,fin) — > Hl^{U,fin) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. Examinons le diagramme (13.2.11) . Par definition de Gm iog, la fleche ver- 
ticale de gauche est un isomorphisme. D'apres la proposition 12. 2. 6^ la fleche verticale de 
droite est egalement un isomorphisme. On en deduit que la fleche verticale du milieu est 
un isomorphisme. □ 

Proposition 3.2.2. Pour tout entier n > 1, on dispose d'une suite exacte 

O^Hl,iS,fi^)-^Hl^,iS,fir.) ^l^,i^Z/Z).a^ Pic(5)/n ^ Pic(f/)/n 

oil la fleche On est V application naturelle qui, pour tout m, envoie -.Dm sur la classe de 
[Dm] modulo nPic{S) . 

Demonstration. Le groupe /i„ etant fini et plat sur S, nous avons d'apres Kato (voir |Ka2l 
Theorem 4.1] ou [Ni] Theorem 3.12]) un isomorphisme canonique 

m^{R^e^fin) ^ Z2 ®z -Z/Z 

n 

semblable a celui du theoreme I2.2.2[ La suite exacte de I'enonce est une emanation de la 
suite spectrale 

— ^ Hl,{S,fin) Hl^iiS,fi„) {D®^ -Z/Z)(^) ker(e„) 
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ou 

est le morphisme naturel. Considerons le diagramme commutatif, a lignes exactes, dans 
lequel la premiere (resp. deuxieme) ligne provient de la suite exacte de Kummer pour Gm 
en coliomologie fppf (resp. Kummer log plate). 

> Hl,iS,GJ/n > H'p,{S,iXn) ^ H'^,iS,GJ[n] > 



pn 



'n 



^ Hl^,iS,G^)/n > Hl^,{S,ix„) . Hl^,{S,GM > 

D'apres le corollaire I3.1.4[ on salt que ^ est injectif. On en deduit que ker(^„) = ker(p, 
oil pn est le morphisme induit par le morphisme naturel. En vertu du theoreme 13.1.31 p 
s'identifie au morphisme naturel 

: (Div(S)/DivPrinc(^))/n — > (DivRat(S, D)/ DivPrinc(S))/n 

qui se reecrit 

p; : iDiv{S)/n)/Hn (BwRatiS, D)/n)/Hn 
on Hn est I'image de DivPrinc(S') dans Div(S')/n. D'autre part, nous avons 



n DivRat(5, D) = n Div(f/) Q.A„ 

m=l 

d'ou 

DivRat(5,D)/n = Div(?7)/n 

et 

(DivRat(5,D)/n)//7„ = Vic{U)/n 
Au final, p^ est I'application naturelle 

Pic(5)/n — > Vic{U)/n 
ce qui permet de conclure. □ 
Remarque 3.2.3. Soit VL un diviseur a coefficients dans ^'L/'L, que nous noterons 



n 

m=l 



les Um etant des elements de Z/nZ. Si les km sont des representants entiers des Um, nous 
dirons que le diviseur 



M:=J2 ^rn.D, 



m=l 
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est un n-relevement de fl. Avec les notations de la proposition 13.2.21 est alors egal 

a la classe de [M] modulo nPic(S'). 

D'apres la proposition I3.2.2[ etant donne un /i„-torseur log plat T — > S, on pent lui 
associer un diviseur z/„(T) a coefficients dans ^Z/Z. En outre, 6'„(i/„(T)) = ce qui signifie 
que tout n-relevement de I'niT) est une puissance n-ieme dans Pic(S'). Ceci nous prete a 
croire, de fagon un peu imagee, que le torseur T est obtenu par extraction d'une racine 
n-ieme de ce relevement. Nous precisons ce point de vue dans |G3] en montrant que les 
/i„-torseurs log plats correspondent aux revetements cycliques uniformes au sens de |AV] . 

4 Applications aux varietes abeliennes 

4.1 Prolongement d'extensions et de biextensions 

Dans ce paragraplie, nous considerons le cas particulier suivant : S est un trait, de 
point ferme s = Spec(fc) et de point generique i] = Spec(-ft'). Nous noterons, comme 
d'habitude, i : s ^ S et j : t] ^ S les immersions canoniques. Nous prenons D egal au 
point ferme de S, de sorte que S se retrouve muni de sa log structure canonique. 

Dans ce contexte, la suite (12.2.11) se recrit 

> G,n > (jci)*Gn,,^ i,Zk > (4.1.1) 

la fleche A etant induite par la valuation. 

Le lecteur attentif remarquera le parallele volontaire entre I'enonce ci-dessous et celui 
de |SGA 71 expose VIII, theoreme 7.1]. 

Theoreme 4.1.1. (i) Soit P un schema en groupes commutatif lisse sur S. Supposons 
que le groupe des composantes de la fibre speciale de P, 

$ := Ps/Ps 

soit un groupe de torsion. Alors le morphisme de restriction a la fibre generique 

J* : ExtljP, G^) Extii(P„ G^,,) 

est injectif. Si de plus il existe un entier m > tel que m$ = (ce qui est le cas en 
particulier si P est de type fini), alors j* est un isomorphisme. 
(ii) Soient P et Q deux schemas en groupes commutatifs lisses sur S , posons 

$ := P,/P°, vl> := QJQO 

et supposons que $ ^ soit un groupe de torsion. Alors le morphisme de restriction 
a la fibre generique 

J* : Biext;^pi(P, Q; G^) BiextJi(P,„ Q,; G^,,,) 

est injectif. Si de plus il existe un entier m > tel que m$ = ou m\E' = 0, alors 
j* est un isomorphisme. 
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Comme P est un objet du site {Lis/S)^t, nous avons q*P = P, d'ou un isomorphisme 
canonique 

Hom(P, -) ~ Hom(P, g,-) (4.1.2) 

ou le membre de droite est calcule dans la categorie des faisceaux sur {Lis/S)(,t. Ceci nous 
permet d'enoncer un premier lemme. 

Lemme 4.1.2. Avec les notations precedentes, la relation 

Hom(P, (G^,iog/G^)'^Pi) = 
est verifiee si $ est de torsion. Dans ce cas, le morphisme naturel 

Ext;^pi(P, G^) Ext;^pi(P, G^,iog) 

est injectif. 

Demonstration. Par la relation d'adjonction (I4.1.2p . il suffit de montrer que 

Hom(P,g,(G^,iog/G^)'^P') = 

D'apres le lemme [2^ 3. 2 1 g*(Gm,iog/Gm)'^^^ = Z2®zQ = i*Qk (lequel est un faisceau constant 
tronque sans torsion). De nouveau par adjonction, il vient 

Hom(P,i,Qfc) = Hom(P„Qfc) 

Comme Pf est connexe, on salt que Hom(P°, Q^) = 0, d'oii 

Hom(P„Qfc) = Hom($,Qfc) 

Ce dernier est nul si $ est de torsion, d'oii le resultat. Le second point decoule du premier 
en appliquant le foncteur Hom(P, — ) a la suite exacte (12.3.21) . □ 

Lemme 4.1.3. Dans le diagramme commutatif 

Extlt(P, (jci)*G^,,) Ext;^pi(P,G^,iog) 

Extl,(P„G^,,) > ExtJi(P„G„,,,) 

toutes les fleches sont des isomorphismes. 

Demonstration. Le principe etant le meme que dans la preuve de la proposition l2.2.6t nous 
nous contenterons de montrer que q* est un isomorphisme. Le point de depart est I'isomor- 
phisme canonique de foncteurs (14.1.21) . Le premier foncteur derive de Hom(P, — ) evalue 
sur Gm^iog nous donne Ext^pj(P, Gm,iog)- D'autre part, comme P^q'*Gm,iog = (lemme 
I2.2.5p . la suite spectrale de derivation des foncteurs composes montre qu'en derivant le 
foncteur Hom(P, g,,— ) et en I'evaluant sur Gm^iog on obtient Ext^^.(P, g^,Gm,iog)- D'oii le 
resultat, sachant que g*Gm_iog = (jci)*Gm_^ (lemme [2.2. ip . □ 
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Soit P'^ le S'-schema obtenu en recoUant la fibre generique de P et la composante 
neutre de sa fibre speciale. Ainsi, P° est un sous-schema en groupes ouvert de P, et nous 
avons une suite exacte (pour la topologie etale) de S'-schemas en groupes 







P 







(4.1.3) 



Lemme 4.1.4. La fleche de restriction d la fibre generique 

iff : Ext;^pi(P°, G^) ExtJi(P„ G^,,) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. Considerons le diagramme commutatif suivant 



Extl,(po,G 



Ext,\(po, (jci)*G^,, 



Ext;^pi(po,G^) 
Ext;i(P„G^,,) 



La fleche q* est (clairement) injective, et j*i est un isomorphisme. De plus, la fleche (j*)° 
s'ecrit comme la composee des fleches 



Ext;^,i(P°,G, 



Ext;^,i(pO,G 



m,log J 



Extpi(P^, Gm_^ 



lesquelles sont toutes les deux injectives : la premiere par le lemme B. 1.21 la deuxieme par 
le lemme H.1.3[ Done (j*)° est injective. Enfin, la fleche verticale de gauche est bijective. 
Nous avons en effet une suite exacte (obtenue en appliquant le foncteur Hom(P°, — ) a la 
suite f l4.1.ip sur le site lisse) 



Hom(P°, t^Zk) ^ Ext,\(P°, G^) Exti,(P°, (jei)*G^,^) — > Ext,\(P°, z,Z,) 

dont les termes extremaux sont nuls : celui de gauche par connexite de P°, celui de droite 
en vertu de [SGA 7i expose VIII, proposition 5.5 (i)]. On deduit de tout cela que (j*)° et 
q* sont des isomorphismes. □ 



Demonstration du theoreme \4-l-l\ Montrons le point (i). En appliquant successivement 
les foncteurs Hom(P, — ) et Hom(P°, — ) a la suite exacte (12.3.21) on obtient un diagramme 
commutatif, a lignes exactes 



0^ Extipi(P,G, 

/o 

O^Ext;^pi(po,G, 



Ext^pi(P,G^,i, 



E'Xtkpi(P'', Gm.log 



Extipi(P,(G^,iog/G^)'^PO 

/2 

Ext^pi(po, (G^,iog/G^)^pi) 
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les zeros a gauche etant deduits du lemme I4.1.2I La fleche j* de Tenoiice est egale a 
(j*)°°/o et on sait que est un isomorphisme d'apres le lemme H.l .41 Par consequent, 
j* est injective (resp. est un isomorphisme) si et seulement si /o Test. 

Montrons tout d'abord que la fleche /o est injective. En composant les fleches 

1 1 1 

E'Xti^pl(P, Gm,log) ^ Elxt]^pi(P , Gin,log) ^ Extpi(P^, Gm_^) 

on obtient le morphisme naturel de restriction a la fibre generique, qui est un isomorphisme 
d'apres le lemme I4.1.3I Mais la deuxieme fieche est egalement un isomorphisme d'apres 
le meme lemme applique a P°. Ceci implique que /i est un isomorphisme et, au vu du 
diagramme precedent, que /o est injective. 

Supposons a present qu'il existe un entier m > tel que m$ = 0. La multiplication par 
m est nuUe sur le faisceau i^^, et constitue un automorphisme du faisceau (Gm^iog/Gm)'^^' 
(d'apres le lemme [7.3. ip . II en resulte que 

Extijt,<l>, (G^,iog/G^)'^P') = 

On en deduit, par passage a la cohomologie dans la suite (14.1.31) . que /2 est injective. En 
appliquant le lemme du serpent au diagramme commutatif precedent, on trouve que le 
conoyau de /o est nul, et /o est un isomorphisme. 

La demonstration du point [ii) est essentiellement la meme. On dispose en effet, 
d'apres |SGA 7\ expose VII, coroUaire 3.6.5] d'un isomorphisme canonique 

Biext;[pi(P, Q; G^) ~ Ext;^pi(P Q; G^) 

ce qui permet d'appliquer le meme formalisme cohomologique que precedemment. □ 

Le theoreme 14.1.11 permet d'effectuer une relecture, sous un eclairage logarithmique, 
du resultat bien connu de Grothendieck [SGA 7\ expose VIII, theoreme 7.1] dans lequel 
sont construites des obstructions qui mesurent le defaut de surjectivite du morphisme de 
restriction Extpi(P, Gm) — ^ Extp[(P^, Gm,?,) (ainsi que du morphisme analogue pour les 
groupes de biextensions) . 

Comme nous allons le voir, on pent retrouver a partir du theoreme 14.1.11 les obstruc- 
tions definies par Grothendieck. Pour cela, nous introduisons la suite spectrale 

ExtJi(P, G^) Extl,{P, G^) Hom(P, R'e^G^) (4.1.4) 

dont le dernier terme n'est autre que Hom(P, i*(Q/Z)fc) = Hom($, (Q/Z)^), ainsi que son 
alter ego dans le monde des biextensions 

BiextJi(P, Q; G^) Biext;^pi(P, Q; G^) Biext°(P, Q; R^e.G^) (4.1.5) 

dont le dernier terme est Hom(P ® Q,i^{Q/Z)k) = Hom($ (g) ^, (Q/Z)^). 
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Theoreme 4.1.5. (z) Avec les notations du theoreme \4-l-l\ [i), supposons qu'il existe 



un entier m > tel que m$ = 0. Soit Erj une extension de par Gm,r); Gt soit 
E G Ext]^pi(P, Gm) I'unique prolongement de E^. Alors le morphisme d{Eri) defini 
par Grothendieck dans SGA 7 , expose VIII, 7.1.1] est egal a Vimage de E par le 
morphisme 5 de la suite ( 14. 1.41) . 

Avec les notations du theoreme \4-l-l\ {H), supposons qu'il existe un entier m > 



tel que m$ = ou m\l/ = 0. Soit P^ une biextension de {Pjj,Qn) par Gm,»y; et soit 
E e Biextj^pi(P, Q; Gm) I'unique prolongement de Ej^. Alors le morphisme d{En) 
defini par Grothendieck dans SGA 7. expose VIII, 7.1.2] est egal a I'image de E 
par le morphisme d de la suite (I4.1.5p . 

Demonstration. Montrons le (i). On peut resumer la situation par le diagramme 
Ext;^pi(P,G^) 



Hom(P,^,(Q/Z)fe) = Hom($, (Q/Z) 



(4.1.6) 



Ext^t(P,ai)*G 



m,77 ) 



dans lequel la fleche r est obtenue en combinant les isomorphismes 

Exti^pi(P,G^) . ExtJi(P„G^,,) ^ ExtJt(^, (jci)*G, 

du theoreme 14.1.11 (i) et du lemme 14.1.31 La fleche c est le cobord obtenu en appliquant 
le foncteur Hom(P, — ) a la suite exacte 

> t,Zk ^ t.Qk > t*{Q/^)k > 



lequel cobord est d'ailleurs un isomorphisme d'apres |SGA 71 expose VIII, proposition 5.5 
(ii)]. La fleche A,, est induite par le morphisme A de la suite (14.1.11) . 

Soit E e Ext]^pj(P, Gm), alors t(E) est I'unique prolongement de Erj en une extension 
de P par (jci)*Gin_^ sur le site lisse. D'autre part, il apparait clairement a la lecture de la 
demonstration de |SGA 71 expose VIII, theoreme 7.1] que le morphisme d^E^j) est I'image 
de t{E) par le morphisme o A^.. Autrement dit, pour montrer le resultat voulu, il suflit 
de montrer que fl4.1.6p est commutatif, ce que nous allons faire. 

On constate tout d'abord, a la lueur du lemme 14.1.31 et de la demonstration du 
theoreme 14.1.11 que r est obtenu en combinant les isomorphismes 



ExtJ^pi(P,G„ 



Exti^pi(P, G 



m.logj 



Ext^t(P, (jci)*G 



in,'? / 



ce qui se traduit concretement de la fagon suivante : soit E G Ext^pi(P, Gm), et soit E' 
I'image de E dans Ext^pi(P, Gm,iog)- Par construction, nous avons un diagramme commu- 
tatif (a lignes exactes) de faisceaux pour la topologie log plate 

> Gm > E > P > 



G 



m,log 



E' 



P 
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dont on deduit, par le lemme des neuf, que E' / E ~ (Gm^iog/Gm) p . En prenant Timage 
par le foncteur de ce diagramme sur le site lisse, on trouve, compte tenu de la nuUite 
de -R^g^Gmjog, un diagramme commutatif a lignes exactes 











G, 



(jci)*G 



q.E' 



P 



P 



5{E) 







kpi 



dans lequel la ligne du bas est I'extension t{E). Mais on salt que E' / E ~ (Gm,iog/G 
et par suite q^{E'/E) ~ i^Qk d'apres le lemme [?.3.2[ D'autre part, R^q^:G^ = ^^(Q/Z)^ 
d'apres le corollaire l2.2.4[ En rassemblant tout cela on en deduit le diagramme commutatif 
suivant, a lignes et colonnes exactes 











G, 



(jci)*G 



m,ri 



q*E 



q.E' 



kei {6(E)) 



P 



6{E) 











Examinons les deux lignes inferieures de ce diagramme. Par un argument d'algebre lio- 
mologique, on pent en deduire que le pull-back de la suite du bas par le morphisme S{E) : 
P — >■ i^:{Q/Z)k est egal au push-forward de la suite du milieu (qui n'est autre que I'exten- 
sion t{E)) par le morphisme A : (jci)*Gm,j7 — ^ i*'^k- Autrement dit, c{S{E)) = \^:{t{E)), et 
par consequent le diagramme (14. 1.61) est commutatif, ce qu'on voulait. La demonstration 
du (a) est essentiellement la meme. □ 

Remarque 4.1.6. Dans le cas oii P^ est un schema semi-abelien sur S (c'est-a-dire que 
ses fibres sont extensions de varietes abeliennes pas des tores), il est probablement possible 
d'etablir un lien entre le theoreme l4.1.1l et la theorie des log schemas abeliens, developpee 
par Kajiwara, Kato et Nakayama dans |KKN] . 



Remarque 4.1.7. Avec les notations de 14.1.11 (i). supposons qu'il existe un entier m > 
tel que m$ = 0. Alors on dispose d'isomorphismes canoniques 



Ext^pi(P,G^) ^Extipi(P,G^,i, 



ExtliP,, G 



Par contre, si Ton remplace la topologie Kummer plate par la topologie Kummer etale, 
alors ce resultat n'est plus vrai en general. En effet (cf. remarque l2.3.3p . la multiplication 
par n dans le faisceau quotient (Gm^og/Gm)'^''* n'est un isomorphisme que si n est premier 
a la caracteristique residuelle £ du trait S. La partie de ^-torsion du groupe $ constitue 
alors une obstruction a prolonger les extensions en topologie Kummer etale. 
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On peut enoncer des resultats analogues a ceux du theoreme 14. 1 . II dans le cas general 
ou S n'est plus forcement un trait. On s'y ramene en remarquant que, si s est un point 
de codimension 1 de S* qui appartient au support de D, alors la log structure induite sur 
le trait Spec(C5^s) par celle de S n'est autre que la log structure canonique. 

Corollaire 4.1.8. Supposons que S soit comme dans le paraaraphe \2.1\ Si, pour chaque 
point s de codimension 1 de S qui appartient au support de D, les hypotheses du theoreme 



4.1.1 sont satisfaites, alors les conclusions analogues sont valables pour le morphisme f 



de restriction a I'ouvert U . 



4.2 Accouplements divers 

A present S est (ncetherien regulier) de dimension 1, de point generique rj = Spec{K). 
Soit A (resp. le modele de Neron d'une i^-variete abelienne (resp. de sa variete duale), 
on note f/ C S" I'ouvert de bonne reduction de A. Nous munissons S de la log structure 
definie par I'ouvert U. 

On note Wu la biextension de Weil de {Au,Aij) par Gra,u (pour la topologie fppf), 
laquelle traduit la dualite entre les schemas abeliens Au et Al;. Son Gm,[/-torseur sous- 
jacent est le fibre de Poincare. 

On note A^ le S'-schema obtenu en recollant la fibre generique de A avec les com- 
posantes neutres de ses fibres speciales. On note $ le faisceau quotient A/A^ que Ton 
appelle, par abus de langage, le groupe des composantes de A. En fait, on peut ecrire 

seD seD 

On note $' le groupe des composantes de A^. On appelle (egalement par abus) accou- 
plement de monodromie I'objet obtenu en recollant, pour chaque s ^ D, I'accouplement 
defini par |SGA 7t expose IX, 1.2.1] (apres changement de base Spec((95,s) S). 

Si r C $ est un sous-groupe ouvert de on note A^ I'image reciproque de T par le 
morphisme naturel A ^ ^. II s'agit d'un sous-groupe ouvert de A. 

Supposons que F C $ et F' C $' soient des sous-groupes ouverts de $ et Si F 
et F' sont orthogonaux sous I'accouplement de monodromie, alors il existe une unique 
biextension de {A^, A^'^ ) par Gm prolongeant Wu, que nous noterons W^'^ . 

Proposition 4.2.1. (1) // existe une unique biextension W^°^ de {A, A^) par Gm (pour 
la topologie log plate) prolongeant la biextension de Weil Wu- 

(2) Soit d le morphisme 

d : Biexti^pi(A A'; G^) Hom(<l> ® z,(Q/Z),) 

sGD 

defini comme dans la suite exacte (14.1.51) . Alors d{W^'^^) n'est autre que I'accouple- 
ment de monodromie. 
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(3) Supposons que T et T' soient orthogonaux sous I'accouplement de monodromie. Alors 
la restriction de W^°^ d (^^, A^'^ ) est egale d W^'^ . 

Demonstration. (1) Decoule du coroUaire 14.1 .81 (2) Decoule du theoreme 14.1.51 iii). (3) II 
suffit d'invoquer I'unicite du prolongement de Wu en une biextension de {AF , A^'^ ) par 
Gm pour la topologie Kummer plate (theoreme 14.1.11 iii)). □ 

Si E est une biextension de (P, Q) par Gm, nous noterons t{E) le Gm-torseur sous- 
jacent sur P Q. 

Nous pouvons a present definir deux accouplements. Le premier est celui construit par 
Mazur et Tate dans [MTj Remark 3.5.3], le second est son analogue logarithmique. 

Definition 4.2.2. (1) Supposons que V et V soient orthogonaux sous I'accouplement 
de monodromie. L'accouplement de classes (relativement au couple (r,r')) est I'ap- 
plication bilineaire definie par 

A'^iS) X A'^^\S) Pic(S) 

(2) L'accouplement de classes logarithmique est I'application bilineaire definie par 

A{S)xA\S) ^HlJS,G^) 

Nous noterons < — , — >^°^ cet accouplement dans la suite. 
Proposition 4.2.3. (1) On dispose d'un diagramme commutatif 

A'^iS) X y Pic(5) 



A{S)xA\S) > ^k'pi(5,Gm) 

dans lequel les fleches horizontales sont les accouplements, et les fleches verticales 
sont les inclusions canoniques. 

(2) Supposons que S soit un trait. Alors on a un diagramme commutatif 

AiS)xA\S) > m^,iS,G^) 



$(fc) X > Q/Z 

oil la fleche horizontale du has est induite par l'accouplement de monodromie, et la 
fleche verticale de gauche est obtenue par reduction a la fibre speciale. 
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Demonstration. Le point (1) est une consequence immediate de la proposition 14.2. 1[ Le 
point (2) decoule du theoreme 14.1.51 (ii). et de I'observation suivante (que Ton applique a 
la biextension 1^^°^) : etant donne une biextension E G Biext^pi(P, Q; Gm), le morphisme 
d{E) : P ®Q ^ _R^e=i,Gm de la suite spectrale (14.1.51) s'obtient en faisceautisant (pour la 
topologie fppf, par rapport a I'argument T) le morphisme P{T) ® Q{T) H^^^^T, Gm) 
qui k X ® y associe (x x y)*{t{E)), T designant ici un S'-scliema variable que Ton munit 
de la log structure image reciproque de celle de S. □ 

En fait, il ressort de la lecture de |MB] que I'accouplement de classes logarithmique 
pent s'exprimer en termes d'intersection. Ceci fait I'objet du paragraphe qui suit. 

4.3 Torseurs cubistes 

Nous renvoyons le lecteur a [MBl chap. I, 2.4.5] pour la notion de torseur cubiste dans 
un cadre toposique general. Etant donnes deux groupes commutatifs A et G d'un topos, 
la categorie des G-torseurs cubistes sur A, munie du produit tensoriel, est une categorie 
de Picard strictement commutative (au sens de |SGA 4[ expose XVIII, 1.4.2]). On note 
Cub(yl, G) le groupe des classes d'isomorphie d'objets de cette categorie. 

Nous allons nous interesser ici aux Gm-torseurs cubistes dans la categorie des faisceaux 
pour la topologie Kummer plate. 

Nous reprenons les hypotheses et notations du paragraphe precedent. 

Remarque 4.3.1. Comme le morphisme structural / : ^ ^ 5* est lisse, la log structure 
induite sur A par celle de S est la log structure associee a I'ouvert f~^{U). Ce dernier 
est le complementaire du diviseur f*{D) egal a la somme des fibres de A au-dessus des 
points de D. Les Gm-torseurs sur A pour la topologie Kummer plate sont done decrits 
par le theoreme 13.1.31 

Proposition 4.3.2. Le morphisme de restriction 

Cubkpi(AGm) — > Cubpi(^c/, Gm,c/) 

est un isomorphisme. Si L est un G^-torseur cubiste sur Au, nous noterons son 
unique prolongement cubiste. 

Demonstration. En vertu de |MBt chap. I, 2.5.4], on pent se ramener a un probleme de 
prolongement de certaines biextensions de {Au, Au) par Gm- L'existence et I'unicite d'un 
tel prolongement decoulent alors du corollaire 14.1.81 □ 

La proposition ci-dessous est une simple retranscription de |MBt chap. Ill, 1.4]. 

Proposition 4.3.3. (i) Soit L G Pic{Au) un fibre en droites sur Au- Soit n un en- 
tier qui annule le groupe $ des composantes de A. Alors L®^" admet un unique 
prolongement cubiste a A, on le note (L*^^")". 
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(ii) Soit a une section meromorphe de L, et soit (cr®^"')~ la section meromorphe de 
(L®^"-)" prolong eant a^"^"^ . On definit un element div{a)^ de DivRa,t{A, f*{D)) en 
posant 

div(a)- = i-div(K^")-) 

On constate que div((T)~ est un prolongement de div((j), et satisfait le theoreme du 
cube (i. e. sonV^ est principal, avec les notations de IMB\ chap. I, l-l])- En outre, 
il est caracterise par ces proprietes, a un element de ®seD "^-Ag pres. 

{Hi) Le prolongement cubiste logarithmique L^°^ de L sur A est la classe de div(cr)~ 
modulo DivPrinc(^). 

Demonstration, (i) Voir |MBt chap. II, 1.2.1] dans le cas ou S est un trait. Le cas oii S 
est regulier de dimension 1 en decoule aisement. {ii) Voir |MBt chap. Ill, 1.4] dans le cas 
oil S est un trait. (Hi) D'apres le point precedent, la classe de div((T)~ est un Gm-torseur 
(pour la topologie Kummer log plate) cubiste qui prolonge L. II est done egal a par 
unicite d'un tel prolongement (prop. I^l3l2l) . □ 

On pent a present traduire I'accouplement de classes en termes d'intersection. 

Proposition 4.3.4. Soit {x,y) G A{S) x A^{S). Alors y definit un Gm-torseur (cubiste) 
Ly sur Au, lequel admet un unique prolongement cubiste L^°^ sur A. 

(a) Nous avons Vegalite 



(b) Soit a une section meromorphe de Ly telle que x ne rencontre pas div(cr) sur la fibre 
generique, alors est la classe du diviseur 

div((T)~ = div((j) + m(7).7 

s£D ^€^s 

ou le premier terme de la somme est Vadherence schematique de dhr{a) dans A, 
et oil les m(7) appartiennent a L'accouplement de classes se calcule alors par 
intersection 

< x,y>"'^= [x*{di^))] + 5^[m(7.(x)).s] 

OU, pour chaque s E D, 7s (x) est la composante de As dans laquelle x se reduit. 

(c) Supposons que S soit un trait, de valuation v. Avec les notations precedentes, et 
modulo Visomorphisme canonique Hl.^^{S,Gm) — Q/Z., nous avons 

<x,y >'°*^=< div(cr), x (mod Z) 

oil < div(cr),x est le symbole defini dans \MB\ chap. Ill, 1.3] (lequel est Voppose 
du symbole de Neron en vertu de \MI^ chap. Ill, 1.3.1]). 
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[d) Avec les hypotheses et notations de [c], nous avons 

{x, y)™ =< div((T), X >^ (mod Z) 

ou {x,y)f°'^° est le resultat de I'accouplement de monodromie entre les composantes 
7s (x) et 7s (y) de As dans lesquelles x et y se reduisent respectivement. 

Demonstration, (a) Le pull-back (id^ x y)*(W^°^) est une extension de A par Gm (pour 
la topologie log plate), par consequent le Gm-torseur sous-jacent (id^ x y)* (t{W^°^)) est 
un prolongement cubiste de Ly, done est egal a par unicite. On pent d'autre part 
ecrire <x,y >'°s= (x x y)*(t(iy'°s)) = x*(id^ x yy{t{W^°^)), d'ou le resultat. Le point (6) 
ne fait que traduire le premier en termes d'intersection. Le point (c) est une consequence 
du (6) et de [MBt chap. Ill, 1.4]. Le point (d) decoule du (c) et de la proposition 14.2.31 
(2). □ 

Remarque 4.3.5. Nous retrouvons, dans le point (c) de la proposition 14.3.41 I'expres- 
sion de I'accouplement de monodromie en termes du symbole de Neron, due a Bosch 
et Lorenzini [BL| Theorem 4.4]. II ressort d'autre part de la proposition 14.3.41 {d) que 
I'accouplement de monodromie et celui de Moret-Bailly sont bien egaux (le signe negatif 
apparaissant dans [BLt Remark 4.5] nous semble errone, le symbole utilise par Moret- 
Bailly etant I'oppose du symbole de Neron). 

Remarque 4.3.6. Soit {x,y) G A{S) x A^{S) tel que < x,y >^°^ soit de n-torsion (ce 
qui est le cas en particulier si x ou ?/ est de n-torsion). D'apres la proposition 14.2.31 (2), 
la fleche u du coroUaire 13.1.41 permet de retrouver I'accouplement de monodromie, plus 
exactement nous avons 

u{< x,y>"^^) = J2i^,y)~.s 

Par consequent, avec les notations de la remarque 13.2.31 tout n-relevement du diviseur ci- 
dessus est une puissance n-ieme dans Pic(S'), puisque < x,y >'°s provient d'un /i„-torseur 
pour la topologie log plate. L'auteur ignore si cette curiosite etait deja connue. 
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